M.01 |

Uma sequéncia de nimeros naturais € construida da
seguinte forma: seu primeiro termo t, € escolhido como
sendo um ndmero natural qualquer. Se t; for par, entdo

t
t, = Tl e, se t, for fmpar, entdo t, = 3t; + 1. Os

termos seguintes t, sdo obtidos de acordo com essa
mesma regra. Por exemplo, se t; = 3, entdo t, = 10, ty =
5,t, =16 e assim por diante.

Dessa forma, a partir de t; € N, paracadan€N,n > 2,

a sequéncia t, € definida como

t

n—1

t = 2
-t

3set for par

3.t, ,+1,set, , for impar

a) Para t; = 22, determine t,.
b) Determine todos os possiveis t; para os quais t, = 10.

¢) Parat, = 26, determine thono

Resolucao
t, €N e para cadan €N, n = 2 temos:
tn—l
¢ ,set _, for par
n
3.t,_y+1,set _, for impar
a) Set, =22
22
=>t2=—=11
2
=t;=3.11+1=34
34 17
=>t, = —=
1T 2
tn—l
,set _, for par
b) Comot =

3.t,_;+1,set _, for impar

t,_;=2.t,set ,,forpar

entao t,—1

no1 ,set _, for impar

Nestas condi¢des, para t, = 10, podemos construir
o diagrama:
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t2=2.20=40< | 2
t="5—=13
t,=2.10=20
12=L3-1¢|N
t, =10 t,=2.6=12
/1
t,=2.3=6
T~ _6-1
_10-1_/ t==5 €N
ta—T—\
t2=3—é1¢|N

Portanto, t; pode assumir os valores 12, 13 e 80.

¢) Set, =26, temos a sequéncia:

26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2, 1, ..., t»,

v

8 termos

Como 2022 -8=2014 ¢

2014 | 3

671 grupos de 4,2 e 1
thooy = 4
Portanto, t,,,, = 4.
Respostas: a) 17

b) 12; 13 ¢ 80
c)4
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M.02

Uma funcdo f estd definida no intervalo [-2, 9] da
seguinte forma: para x € [-2 , 2], f leva x em x2 e, no
restante do dominio, o seu grafico ¢ formado por dois
segmentos de reta conforme mostra a figura.

a) Apresente todos os intervalos do dominio da fungdo f
nos quais ela € crescente.

b) Determine os valores de f nos pontos
3 7
X=——,Xx= — ex=8.
2 2
c¢) Para cada valor de x € ]0 , 9[ , considere o retdngulo
R, com vértices nos pontos A = (x ,0), B =(9,0),
C=(09,f(x)) e D= (x, f(x)). Escreva a expressdo da
area de R.,em funcdo de x, para x no intervalo ]0 , 9][.
Resolucao
a) A funcio é crescente para todos os intervalos que
sao subconjuntos do intervalo [0; 9] e estritamente
crescente para todos os intervalos que sao
subconjuntos dos intervalos [0; 2] e [5; 9].

b) A partir do grafico, temos:

x2,se-2=<x=<2

f(x) = 4,1se25x55
—XxX+—,s5e5=<x=<9
2 2
Observacao:

A reta que passa pelos pontos (5, 4) e (9, 6) tem

9-5

equacioy—4 = .(x=-5«

¢) A partir do enunciado e grafico, e do ponto
A(x; 0) temos:
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1) Parax €10,2] = R_= (9 —x) . x?

3) Para
1 3
x€E[59[=R,=09-x). <_ X+ — )
2 2

4) Assim, concluimos que

9-x)x%,se0<x=2
_]9-x).4,se2=<x=<5

1

R
(9—X).<—X+3—>,S€55X<9
2 2

X

2

Respostas: a) A funcdo é crescente para todos os
intervalos que sao subconjuntos do
intervalo [0; 9] e estritamente crescente
para todos os intervalos que sdo subcon-
juntos dos intervalos [0; 2] e [5; 9].

b) %; 4e %
9-x)x%,se0<x=<2

_]9-x).4,se2=<x=<5

¢) R =
(9—x).<1—x+3—>,se55x<9
2 2

@) OBJETIVO FOVEST - 2.9 (Fasa - Jamzie /2022



M.03

Considere o conjunto C de pontos do plano cartesiano da

forma (m, n), com m e n pertencentes a {3, 4, 5,6, 7,

8,9}.

a) Apresente todos os pontos (m, n) de C para os quais o
produto m . n é maior do que 60.

b) Sorteando-se um ponto (m, n) de C, com iguais
probabilidades para todos os pontos, qual é a

m
probabilidade de que a fragio — e seja redutivel?
n
¢) Sorteando-se, com iguais probabilidades, dois pontos

distintos de C, qual é a probabilidade de que a
distancia entre eles seja igual a V132

Note e Adote:

m
Uma fracdo —— € redutivel quando m e n possuem
n

um divisor natural em comum, além do 1.

Resolucdo
SejaC={3,4,5,6,7,8,9}

a) Os pares ordenados (m, n), com m e n
pertencentes a C, tais que m . n > 60 sao os 6
abaixo apresentados: (7, 9); (9, 7); (8, 8); (8, 9);
9,8);9,9).

b) O conjunto de todos os pares ordenados (m, n)
com m e n pertencentesa Cé7 .7 =49.

. ~ m |

Os pares ordenados para os quais a fracao — é
n

redutivel sdao aqueles para os quais mdc (m,n) # 1

e sao os 19 pares descritos abaixo:
(3,3); 4,4); (5,5); (6,6); (7,7); (8,8); (9,9

(3, 6); (6,3); (3,9); (9, 3); (6,9); (9, 6)
4, 6); (6,4); (4,8); (8,4); (6,8); (8,6)

A probabilidade pedida é, pois, %

¢) Dos 49 pontos possiveis, existem

Cy,= # = 1176 casos possiveis.

Como m e n sdo inteiros, V13 s6 pode ser obtida
como V 22 + 32, o que indica que V13 deve ser a
diagonal de um retingulo de lados de medidas
2 e 3. Escolhendo um ponto para ser o primeiro

vértice do retangulo, os outros vértices estarao
definidos no caso em que 2 é o lado horizontal e
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3 o lado vertical, como mostram os casos abaixo.

yA

= N W A~ 00 O N © ©

Os valores de x do primeiro ponto variam de 3 a 7
e os valores de y variam de 3 a 6.

Portanto, existem 5.4 = 20 possibilidades de
escolha para o primeiro vértice (pontos destacados
em vermelho) do retangulo, cada um deles com 2
diagonais. Portanto 40 casos em que o retangulo
tem lado 2 na horizontal e 3 na vertical. Para o
caso em que o lado 3 esta na horizontal e 2 na
vertical, também haverao 40 casos de maneira
analoga. Logo, existem 80 casos favoraveis. A
probabilidade pedida é:

_ 80 10

1176 147
Resposta: a) (7,9); (9, 7); (8, 8); (8,9); (9,8); (9,9)

by 12
49
op= 30 _ 10

1176 147
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M.04

Uma pirdmide P tem base quadrada A,B,CD,, de lado
medindo 1u . m apoiada em um plano I1, e quatro faces
que sdo tridngulos equildteros, ligando a base ao dpice E,
de de P. Os dezesseis pontos A, A,,A;, B, B,, B;, C),
C2, C3, D,.D,,D;,E,E,, E;eE,, indicados na figura,
dividem cada aresta da piramide em trés segmentos de
igual medida.

Um novo sélido S, em destaque na figura, € produzido

subtraindo-se de P as cinco piramides AOA1A2A3,

B,B,B,B;, C,C,C,C;, D,D,D,D;, EJE E,E:E,.

Determine:

a) o perimetro da face de S que se apoia em II, cujos
vértices sao AI,A3, B,,B;, Cl, C3, D, eD;.

b) o volume de S.

¢) a distancia entre A| e E,.

Resolucao

a)

@l
w

A D L\ \c
3 = 3 ‘
\2
3
A, - B,
2
3
1 ‘ 1 ‘
3 A 3 B 3
AA;=BB;=C,C;=DD; =
12 /12 V2
= —_— | — =H—
343 =3
perimetro da face A;A;B,B;C,C;D,D; =

1 4
=4._+4.\/_E=—(1+\/5)
3 3

3
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b) (1)Piramide A,B,C,DyE,

Sendo M o ponto médio da diagonal A C,:

_ACy . 1V2 V2
T2 T 2 T2

AM

Por Pitdgoras no tridngulo A\ME:
(AgEg)? = (AgM)? + (ME,)?

\/E 2
- 12:(7) + (ME,)?

V2

ME,= —

O volume desta piramide é:

v 1 V2 V2
AgBoCoDoEy = F 10 3 = ¢
(2) Piramide EE,E,E,E,
o I I O
4 3 3 0= ? P T = ?
O volume desta piramide é:
1 2 V2
VE,EEEE, = — . l) V2 _ V2
3.\3 6 162
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3

V = V = V =
AgA1A2A3 BoByBB3 ™ " CyC1CC3

v G v

=Vop0,0;= 3 ° T3 6 324

Vi Vi, VI

4 Vo= ——_ 2 _4, ~ =
@ Vs 6 162 324

27-1-2 02

162 27

c) E,
DO

% / E,
/] o
A1

1\V

3

\ 8

2
3
A

[RIEN

o

By

wn

1
3

(1) F: projecio de E, no plano IT (A,B,C,D,):

2 V2
(@) EF= 2 ME= ——

w

(3) Por Pitagorasno AA, FE,

-3 (5]

6
AE.) ="
( 1 2) 9
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Ve
A1E2 = T

Respostas: a) % a+ \/E)
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M.05

Considere, no plano cartesiano, a circunferéncia com
centro no ponto (0, 3) e com raio 2 e, para cada a € R,
a#0,a pardbola cuja equagiio é y = ax> + 1.

a) Para a = -1, encontre o ponto comum entre a
circunferéncia e a parabola.

b) Para a = 1, apresente 3 pontos em comum entre a
circunferéncia e a pardbola.

c) Encontre todos os valores de a para os quais a

circunferéncia e a pardbola possuam exatamente 3
pontos em comum.

Resolucao
A equacdo da circunferéncia com centro no ponto
(0; 3) eraio 2 é
x2 + (y- 3)2=4
a) Paraa=-1 o0 ponto comum entre a circunferéncia
e a parabola de equacdo y =— x2 + 1 é (0; 1), pois

b) Para a = 1, os pontos em comum entre a
circunferéncia e a parabola de equacdo y = x> + 1
sao tais que:

x2+(y-3)?%=4 - x2+(x2-2)2=4
¥= x2+1 y= x2+1

=

{x4—3x2=0 {Xz.(X2—3)=0
o o o

y=x2+1 y=x2+1

{x2=00ux2=3 {x:Ooux::\/S
VRN PN

y=x>+1 y=x2+1

& (05 1),(-V3;4),(V3; 9)
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(V3:4)

|

|

|

| .

: ©.1)
|

|

A 4

-3 0 V3

¢) Os pontos em comum entre a circunferéncia de
equaciio x> + (y — 3)2 = 4 e a parabola de equacio
y=ax?+1,com a € R e a # 0 sio tais que:
X2+ (axt-2) =4 a%*+(1-4a) .x2=0&
oxt.@.x*+1-4a)=0<
& x*=0oua’.x’=4a-1&

Vda-1

a

©x=0oux==

Para termos exatamente 3 pontos em comum,

1
devemoster4a—1>0@a>T

Respostas: a) (0; 1)
b) (- V3; 4), (05 1), (V3; 4)

1
¢a>—
) 4
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M.06

Uma empresa distribuidora de alimentos tem latas de
ervilha (E) e latas de milho (M), em dois pesos, lkg e
2kg, totalizando 4 (quatro) tipos de latas: E1 e E2
(ervilha, em pesos de 1kg e 2kg, respectivamente) e M1
e M2 (milho, em pesos de 1kg e 2kg, respectivamente).
Essas latas s@o agrupadas em pacotes para envio aos
comerciantes. Dois pacotes de latas sdo considerados
iguais se contiverem a mesma quantidade de latas de cada
tipo, independentemente da maneira como sdo organi-
zadas no pacote.

a) Quantos pacotes diferentes pesando, cada um,
exatamente 200kg (duzentos quilos) podem ser
montados usando-se apenas latas dos tipos E1 e E2?
Na contagem, deve-se também levar em conta pacotes
formados por apenas 1 tipo dessas latas.

b) Quantos pacotes diferentes pesando, cada um,
exatamente 200kg (duzentos quilos) podem ser
montados usando-se apenas latas dos tipos E1, E2 e
M17? Na contagem, deve-se também levar em conta
pacotes formados por apenas 1 ou 2 tipos dessas latas.

¢) Quantos pacotes diferentes pesando, cada um,
exatamente 20kg (vinte quilos) podem ser montados
usando-se latas dos tipos E1, E2, M1 e M2? Na
contagem, deve-se também levar em conta pacotes
formados por apenas 1, 2 ou 3 tipos dessas latas.

Resolucao

a) A partir das informacoes do enunciado, podemos
montar a seguinte equacao:
1.E1+2.E2=200
E1=2.(100-E2)

Como E1 e E2 sao nao negativos, temos:
{EZ =0 {EZ =0
s
100-E2=0 100 = E2

< 0=<E2=<100

Como E2 ¢ inteiro, existem 101 op¢oes para E2.
Para cada valor de E2, ha somente uma opc¢éo
para E1.

Portanto, ha 101 . 1 = 101 maneiras.

b) A partir das informacées do enunciado, podemos
montar a seguinte equacao:

1.E1+2.E2+1.M1=200
El1+M1=2.(100-E2).
Do item anterior, sabemos que: 0 < E2 < 100.

Assim, podemos montar a seguinte tabela:
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E2

929
100

E1+M1
200
198
196

Numero de maneiras
5

201
199
197

{ PA.

Py

Assim, o total de maneiras é 1+3 + ... + 199 + 201

Portanto, a soma da P.A. é:

1+201
— ) 101 = 1012 = 10201 maneiras

¢) A partir das informacoes do texto, podemos
montar a seguinte equacao.

1.E;+2.E2+1.M1+2.M2=20

E1+M1=2.[10-(E2 + M2)]
A soma E2 + M2 varia num intervalo de 0 a 10.

Assim, podemos montar a seguinte tabela:

Nimero de
E2+M2 possibilidades E1+ M1

(E2 + M2)
0 1 20
1 2 18
2 3 16
3 4 14
4 S 12
5 6 10
6 7 8
7 8 6
8 9 4
9 10 2
10 11 0

Portanto, o total de possibilidades é

21
19
17

Nimero de
possibilidades
(E1 + M1)

121+219+317+415+513+6.11+79 +
+ 8.7+ 9.5 +10.3 + 11.1 = 506 possibilidades
Respostas: a) 101 maneiras.
b) 10201 maneiras
¢) 506 possibilidades
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